Grado en Fisica — Analisis Matematico |
Ejercicios resueltos del examen de febrero de 2012

Ejercicio 1. (2 puntos) Seaf : R — R la funcion dada por

2x2 + 6x + 10

SO =5

(xeR).
a) Calcula los extremos relativos giey comprueba que son extremos absolutos. Calcula la imagen de
f vy los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Usando los resultados anteriores, estudia el nimeroldei@oes de la ecuaciérnf(x) = m
segun el valor del nimero real.

Solucién. Como se trata de una funcion racional y, por tanto, derivgidea calcular los extremos
relativos debemos calcular los puntos donde se anula keaderiUn céalculo facil da:

3x2 +8x—3

S =2y

Los ceros de la derivada son las raices de la ecuatidn+ 8x — 3 = 0 que se calculan como de
costumbre y son-3 y 1/3. Dichos puntos son, pues, los Uniqassibles extremos relativos de las
funcién. Como nos piden que probemos que son extremos &bsdke nada sirve calcular la derivada
segunda y evaluarla en dichos puntos pues eso solamentedrds gecir que soaxtremos relativos.
Ademas, como nos piden los intervalos de monotonia, estumés la variacion del signo de la derivada
primera. El signo de dicha derivada es el mismo del trinomia? — 8x + 3 = —3(x + 3)(x — 1/3).
Tenemos que:

x<-3= f'(x) < 0= f || en]—o0,-3]= f(-3) < f(x)
C3<x<1/3= f'(x)> 0= f 1 en[-3,1/3]=> f(=3) < f(x) < f(1/3)
1/3<x= f'(x) <0= f ||l en[l/3,+oo[= f(x) < f(1/3)

Hemos obtenido que para todo< —3 se verifica quef(—3) < f(x). Esto no garantiza todavia que
f(—3) sea el valor minimo absoluto geéporque la funcién es decreciente[&f3, +oo[ y no sabemos
aun si en ese intervalo la funcién toma valores menoresf@u8). Algo parecido ocurre copf(1/3)
pues se verifica qué(x) < f(1/3) paratodor = —3 pero no sabemos si ér oo, —3] la funcién toma
valores mayores qug(1/3). Para salir de dudas, vamos a calcular la imagefi derque, ademas, ese
resultado lo necesitaremos para el punto b).

Sabemos que la imagen de un intervalo por una funcion canéeswn intervalo. Es facil calcular
la imagen en intervalos de monotonia.

En el intervalg — oo, —3] la funcion es estrictamente decreciente. Comim |/ (x) = 2 tenemos
X—>—00
que f(] —oc.3])) = [f(=3).2[=[1.2[.

Enelintervald—3, 1/3]lafuncién es estrictamente creciente por lo dide-3, 1/3))=[f(-3), f(1/3)]=
[1,11].

En el intervald1/3, +oc[ la funcién es estrictamente decreciente. Conic_p | f(x)=2tenemos
X—>T00
que f([1/3, +ocD=]2. /(1/3)]=]2, 11].

A la vista de estos resultados esté claro gR)=[1, 11] y que la funcién alcanza en3 su minimo
absoluto y erl /3 su méaximo absoluto.
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Con estos resultados podemos ya responder al apartadotbdté&de ver en cuantos puntos toma
la funcién f un valor dadon e R.

Los valoresn = 1 om = 11 los tomaf una sola vez en los puntes} y 1/3 respectivamente. Es
decir, para dichos valores dela ecuacionf (x) = m tiene una solucién.

Paral < m < 2 la funcion toma dicho valor una vez én- oo, —3[ y otra vez er] — 3,1/3[. Es
decir, para dichos valores dela ecuacionf(x) = m tiene dos soluciones.

Para2 < m < 11 la funcién toma dicho valor una vez ¢r 3, 1/3[ y otra vez erj1/3, +o0|. Es
decir, para dichos valores dela ecuacionf(x) = m tiene dos soluciones.

El valorm = 2 lo toma la funcion una sola vez en el intervale 3, 1/3].
Param < 1y param > 11 la ecuacionf (x) = m no tiene solucion.

También puede procederse en este ejercicio de una formaimeétadorque la funcion es muy
sencilla. Una vez visto que en3 hay un minimo relativo,f(—3) = 1, y en 1/3 hay un maximo
relativo, f(1/3) = 11, para probar que dichos extremos son absolutos podemoargtiobctamente
que para toda €R se verifica la desigualdad:

2x2 + 6x + 10
IS —— <2
x2+1
Dicha desigualdad es muy facil de probar. Pero es que podesalser también directamente el apar-
tado b) del ejercicio (con lo cual probaremos también lagieddad anterior) resolviendo directamente
la ecuacionf'(x) = m. Tenemos que:

2x2+6 10
%:m@@—m)xz—i—@c—}—m—mzo
x

Param = 2 esta ecuacion tiene una solucion Unica que es—4/3. Param # 2 esta ecuacién tendra
soluciones reales siempre que el discriminante sea maygua que 0. Es decir se verifique que
36 —4(10 — m)(2 —m) = 0. Tenemos que:

36 —4(10 —m)(2 —m) = 44 + 48m — 4m? = —4(m* — 12m + 11) = —4(m — 1)(m — 11)

Deducimos qué6 —4(10 —m)(2 —m) =0 <=1 <m < 11. De esta forma hemos obtenido facilmente
gue la ecuaciory'(x) = m tiene dos soluciones reales distintas param < 2y 2 < m < 11 pues
para dichos valores de el discriminante es positivo. Pama= 1y param = 11 el discriminante se
anula y hay una Unica solucién (doble). Para< 1y param > 11 la ecuaciénf(x) = m no tiene
solucion.

Volvemos asi a obtener los resultados anteriores y, addreams probado que la imagen de la
funcion es el intervaldl, 11], por tanto que en-3 hay un minimo absoluto y eh/3 un maximo
absoluto. ©

Ejercicio 2. (2 puntos) Un rectangulo tiene su base sobre el&fe su esquina inferior izquierda es
(0,0) y su esquina superior derecha esta en la gréafica de la fun&idn+oo[— R definida por

1
Sy =——= (x>1.
x—1
a) Calcula las dimensiones del rectangulo de minimo pertngee se puede conseguir de esta forma.
b) ¢ Hay un rectangulo, del tipo descrito arriba, cuya arazsema (maxima o minima)?

Solucién. Si esx la longitud de la base del rectangulo (se supone elegida nidadide medida), la
esquina superior derecha sera el puptp/f(x)). La altura del rectdngulo viene dada pbfx) y el
perimetro viene dado por(x) = 2x + 2 f(x). Se trata, por tanto, de calcular el minimo absoluto de la
funcién p(x) parax > 1. Tenemos que:

2

p(x)=24+2f"(x)=2— m
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Por tantop’(x) =0 <= (x —1)> =1, esdecitc — 1 =1 0x — 1 = —1. Como debe set > 1 el (inico
punto critico dep(x) que cumple dicha condicién eg = 2.

Comop’(3/2)=2-8=—-6<0y p’3)=2—1=1> 0y p’ nose anula en los intervalfis 2|
y ]2, +o0[, deducimos que:

l<x<2=p'(x) <0=p || en[l,2]|= p(2) < p(x)
2<x=p'(x)>0=p 1 en[2, ool = p(2) < p(x)

Hemos probado asi que el perimetro minimo absoluto se algaarax = 2 y su valor es (unidades
de medida).

El &rea del rectangulo viene dada por la funcion:
X
AW =xf)=—— (>
x J—

Su derivada es: .

A(x)=—— <0

(x) G_1)e

Deducimos que dicha funcion es estrictamente decrecigmbe tanto no tiene extremos. Observa que
lim A(x) = +ooy lim A(x) =1 porlo queA(]1, +oo[)=]1, +o¢[. La funcién area no alcanza en
x—)% X—>+00
X >
]1, +o0[ un valor minimo (toma valores siempre mayores que 1 que puestar tan cerca de 1 como
gueramos pero sin alcanzar nunca dicho valor) ni un valoim@goma valores positivos tan grandes
COmo gueramos). ©

Ejercicio 3. (1,5 puntos) Justifica que la ecuacion

x2 = x senx + cosx

tiene exactamente dos soluciones reales.

Solucion. Definamos /' : R — R por f(x) = xsenx + cosx — x2. Dicha funcién es indefi-
nidamente derivable eR. Por supuesto, es continua y esta definida en un intervatenies que
f(=n)= f(m)=—1—-n? <0y £(0)=1 > 0. Por el teorema de Bolzano deducimos gque hay puntos
c1 €] — m, 0]y ¢z €]0, [ en los que la funciory se anula;f(c;) = f(c2) = 0. Veamos que dichos
puntos son los Unicos puntos donde la funcién se anula.

Tenemos que
f'(x) = senx + x cosx — senx — 2x = x COSx — 2x = x(COSx — 2)

Como para todoc € R es cosx — 2 < 0, deducimos que la derivada ¢ese anula una sola vez (en
x =0). Como por el teorema de Rolle sabemos que entra cada desdeevma funcion derivable tiene
gue haber al menos un cero de la derivada, deducimos qued&fuyi no puede tener mas de dos
ceros distintos. Por tantd, tiene exactamente dos ceros.

También podemos razonar observando que pata) es f'(x) > 0 por lo quef es estrictamente
creciente er] — oo, 0], luego solamente puede anularse una vez en dicho inteRatax > 0 es
f'(x) < 0 porlo quef es estrictamente decreciente[@rHoc|, luego solamente puede anularse una
vez en dicho intervalo. ©

5x2—10x +9
Ejercicio 4. (1,5 puntos) Calcula la primitiva dx

) (1.5p ) P fx3—5x2+9x—5
Solucién. Se trata de una funcién racional propia (grado del denominestrictamente mayor que el
grado del numerador). Procederemos a la descomposicigaaidnes simples. Para ello calculamos

los ceros del denominador. Claramente- 1 es uno de ellos. Dividiendo por Ruffini obtenemos que
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x3—=5x249x —5=(x—1)(x2—4x +5). Como el trinomiax? — 4x + 5 tiene discriminante negativo
ya no hay mas raices reales. La descomposicién en fracadonpkes es de la forma:

5x2—-10x+9 A N Bx +C
(x—1(x2—4x+5 x—1 x2—4x+5

Multiplicando por el denominador obtenemos:
5x2—10x +9=A(x>—4x + 5+ (Bx+ O)(x — 1)

Haciendax =1 obtenemost =2. Haciendox =0 obtenemo9=54—C de dondeC =1. Identificando
coeficientes de? obtenemos$ = 4 + B, de dondeB = 3. Tenemos que:

5x2—10x + 9 2 3x + 1
dx = [ —d —d
fx3—5x2+9x—5 . fx—l x+jx2—4x+5 o

La primera primitiva es inmediata:

2

f dx = 2log|x — 1|
x—1

(te recuerdo que log es el logaritmo natural, llamado tamtwgaritmo neperiano). Calculemos la

segunda primitiva para ello completamos en el numeradarisatia del denominador:

_3 2 ! —
dx —5|Og(x —4x+5)+7j()67dx_

3x 41 5Qx—4+7
J dv = 41

x2—4x+5 x2—4x+5

3
=3 log(x? —4x + 5) + 7arctgx — 1)

o . . —~((n+2))° _,
Ejercicio 5. (1 punto) Estudia la convergencia de la selie W9
n

n=1

Solucidn. Se trata de una serie de términos positivos. Aplicaremaitetio del cociente.

an1 _ (0 +3)D39" 4+ D (433 +2))%9"9(n + D

an (n+2)30+D (n+2))39" — (n+2)3(n +2)¥((n +2)1)39"

_9(n+3)3(n+1)3”_9 n+3\>(n+1 3"_)99_3_9 -
T m+23 423 T \n+2 n+2 e

Donde hemos tenido en cuenta que:

o) L) T )T e

s . . . n—+
O también, como se trata de una indeterminagiindel tipo 1°° conu,, = P y v, = 3n, sabemos
n

queu,* — el <= v,(u, — 1) — L. En nuestro caso es inmediato quéu, — 1) — —3.
Concluimos, por el criterio del cociente, que la serie eveqgente. ©

senx
log (—)
Ejercicio 6. (1 punto) Calcula el Iimit()e‘iir}) m_
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senx
Solucién.Como Em —— =1, Se trata de una indeterminacion del t%»oPodemos aplicar la regla

de L'Hopital (c,que harlamos sin ella?). Para ello derivamwserador y denominador para obtener la
funcion:

X X COSx — senx

2 X X COSX — Senx
Senic ) - senx( + x2)2x2 log(1 + x)
—2log(1 + x)
1+ x
Puesto que:
lim —(1 +x3H) =1
x—0 Se
El limite pedido es igual al limite
im X COSX — Senx im —x senx lim (1 + x) —senx
. 009060606060 = — X =
x—02x2log(l +x) x—0 2x2 x—0 4(1 + x)log(1 + x) + 2x
4xlog(l + x) +
I +x
—senx — COSx 1

= lim =lim—=—
x=04(1 4+ x)log(l + x) +2x x—o04log(l + x) + 6 6

Hemos aplicado la regla de L'Hépital tres veces. Podemoerteste limite de forma mas sencilla si
utilizamos que logl + x) ~ x parax — 0. Con lo que:

| senx | senx
. og( X ) Y og( X )_“,m X X COSx —Senx
x—0 (log(l +x))2 x>0  x?2 "~ x—0 Senx 2x3 -
I X COSx — senx I —Xx senx I senx 1
Moo T T Mo e = T Mo T =g

Ahora hemos aplicado la regla de L'Hopital dos veces. Tadpedemos hacer este limite de forma
mas sencilla si recordamos que cuanﬁ% k(x) =1 se verifica que lof(x)) ~ h(x)—1 parax — 0.
X—>

| senx senx 1
1 ( X ) . x . senx —x 1
— = |im =2—— = lim —— = —-
x—0 (log(l + x))?2  x—o0 x?2 x—0 x3 6

El dltimo es uno de esos que deberias saberte de memoriasgs® geapite mucho. ©

Ejercicio 7. (1 punto) Calcula el volumen de los cuerpos de revoluciéemutbs al girar la region del
plano comprendida entre los ejes coordenadosy la gréaficafdadion

1
X)=—— 0<x<1
&) x%2+4
alrededor del eje de abscisas y alrededor del eje de ordenada

Solucion. Para calcular el volumen cuando el giro es alrededor del ejaebdcisas aplicaremos el
método de los discos. El volumen pedido viene dado por:

1

dx = %[arctg(x/Z)]i:(l) = %arctgl/Z)

Para calcular el volumen cuando el giro es alrededor deleeggadtnadas aplicaremos el método de los
tubos. El volumen pedido viene dado por:

1 1
1

2 dx =2 d 2 412 dx =2 42T =2m (V52

nofxf(x) X HOIXW x = nf x(x24+4)7 V2 dy =2 [(x+4)2]  =27( )

©
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